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УДК 621.396 

И.В. Баранов, В.В. Езерский 
МИНИМИЗАЦИЯ ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ РАССТОЯНИЯ 

ПРИ ЦИФРОВОЙ ОБРАБОТКЕ СИГНАЛОВ 
В ЧАСТОТНЫХ ДАЛЬНОМЕРАХ ПРОМЫШЛЕННОГО ПРИМЕНЕНИЯ 

Получены выражения для методической составляющей погрешности 
измерения малых расстояний частотным дальномером при весовом усредне-
нии разностной частоты во временной области на основе весовой функции 
Кайзера-Бесселя. Получена эмпирическая зависимость оптимальных значе-
ний параметра формы весовой функции, минимизирующих усреднённую ме-
тодическую погрешность, от измеряемого расстояния. Исследовано влияние 
шума для многокаскадного усилителя сигнала разностной частоты. 

Введение. В частотных дальномерах про-
мышленного применения необходимо измерять 
малые расстояния с высокой точностью [1, 2]. В 
работах [3, 4] исследован весовой метод усред-
нения частоты разностного сигнала частотного 
дальномера, при котором расчёт расстояния R  
производится по формуле: 

MR KSδ=R / , (1) 

где  ΔFc=δR 4/  - ошибка дискретности (ОД); 
ΔF  - диапазон перестройки частоты СВЧ - ге-
нератора; MK  - коэффициент, зависящий от 
формы функции частотной модуляции; 
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 itα - значения весовой функции (ВФ) в момен-
ты времени it , соответствующие нулям сигнала 
разностной частоты (СРЧ); N  — число нулей 
СРЧ в интервале анализа. 

Для обычно используемой симметричной 
треугольной формы функции модуляции с пе-
риодом MT  получаем 1=KM  и ВФ имеет пери-
од 2/MT . 

При использовании ВФ в виде тригономет-
рического ряда в [3, 4] получены аналитические 
выражения для методической и шумовой состав-
ляющих погрешности измерения расстояния при 
наличии некоррелированного шума, показана 
возможность оптимизации формы ВФ по крите-
рию минимума погрешности измерения и приве-
дены таблицы, содержащие значения оптималь-
ных параметров. Причём показано, что чем 
больше слагаемых содержит тригонометриче-
ский ряд, тем меньше уровень достижимой по-
грешности. Однако использованные в упомяну-
тых работах ВФ неудобны для практического 

применения, так как необходимо хранить в па-
мяти большое количество коэффициентов или 
постоянно решать систему уравнений, порядок 
которой равен числу слагаемых ряда. 

Целью данной работы является анализ весо-
вого метода усреднения частоты разностного 
сигнала с использованием ВФ, имеющей огра-
ниченное число параметров формы, но позво-
ляющей при этом изменять форму в широких 
пределах и тем самым облегчать процедуру оп-
тимизации. 

Выбор весовой функции. Известно не-
сколько ВФ с такими свойствами [5]. Это весо-
вые функции Дольфа - Чебышева, Кайзера - Бес-
селя и Барсилона - Темеша. Из перечисленных 
ВФ выберем ВФ Кайзера-Бесселя (КБ), широко 
используемую при спектральном анализе. Для 
симметричного интервала анализа эта ВФ имеет 
вид: 
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где  0I - модифицированная функция Бесселя 
первого рода нулевого порядка [5]; a  - пара-
метр, задающий форму ВФ. 

В таком виде эта функция используется при 
спектральном анализе и она нормирована к еди-
нице. В нашем случае необходимо, чтобы ВФ 
удовлетворяла условию нормировки, приведён-
ному в [3]. Если воспользоваться соотношением 
   jxJ=xI 00 , где  0J  - функция Бесселя пер-

вого рода, известным интегралом [6] 
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и представить 
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то можно получить формулу для ВФ КБ с тре-
буемой нормировкой: 
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Учитывая, что реальные значения 1>a  и 
обычно рассматривается несимметричный ин-
тервал анализа, можно записать: 
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(7) 

Такая ВФ удобна тем, что всего один пара-
метр a  в широких пределах изменяет её форму. 

Методическая погрешность измерения 
расстояния. Подставив (7) в (2), получим: 
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Используя в (8) аналогично [1] нормирован-
ное время 

 ηε+–i=Tt=t Miнi 1/2 , (9) 

где  ρIntρ=ε  ;  0,5/4 0 cRf=ρ  - умень-
шенное на 0,5 число длин волн несущего коле-
бания с частотой 0f , укладывающихся в изме-
ряемом расстоянии; χ+M=δR=η R//1  - изме-
ряемое расстояние, нормированное к величине 
ОД;  RδRInt=M /  и MδR=χ R /  - соответст-
венно целая и дробная части числа ОД, уклады-
вающихся в измеряемом расстоянии, получаем: 
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где M=N  при χε   или 1+M=N  при χ<ε . 
Аналогично [3] получаем выражения для норми-
рованной методической ошибки S , учитывая, 
что точное значение χ+M=S


: 

+χM=S   
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где M=N  при χε  или 1+M=N  при χ<ε . 
Результаты расчета методической погреш-

ности по формуле (11) для двух диапазонов рас-

стояний и двух значений параметра 2=a  и 
6=a  приведены на рисунке 1 и рисунке 2. 
Видно, что погрешность является периоди-

ческой затухающей функцией расстояния. На-
блюдаются два вида периодичности. Первая 
имеет период, равный половине длины волны 
несущего колебания. Вторая имеет переменный 
период. Изменение второго периода сильнее 
проявляется при увеличении параметра a . 
Ошибка очень быстро уменьшается с увеличе-
нием расстояния, но при малых расстояниях, 
когда 3...4<M , ошибка может быть недопусти-
мо большой. Количественные значения погреш-
ности и скорость её затухания при увеличении 
расстояния зависят от величины параметра a  
ВФ. По этим рисункам сложно сравнивать ВФ с 
разными значениями параметров a . Поэтому в 
[4] введена в рассмотрение погрешность, усред-
ненная в пределах участков дальности, равных 
величине одной ОД, т.е. в пределах 

  RR δ+M<R<Mδ 1 . (12) 
В итоге получен средний квадрат ошибки 

(СКО) в пределах каждого участка: 
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Рисунок 1 – Зависимость мгновенной 
нормированной методической погрешности 

от нормированного расстояния 
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Рисунок 2 – Зависимость мгновенной 
нормированной методической погрешности 

от нормированного расстояния 

Это соотношение можно записать в дис-
кретном виде: 

   
L

=k
kM,SS RΔ

L
=MΔ

1

22 1 , (14) 

где R=L  ;   - шаг по дальности в пределах 
одного участка; kM,R  - k -й отсчёт дальности в 
пределах данного M -го участка. 

На рисунке 3 пунктирными линиями пока-
заны усредненные по формуле (14) зависимости 
логарифма нормированной погрешности от нор-
мированного расстояния для пяти значений па-
раметра 2=a , 4=a , 6=a , 8=a  и 10=a . 

По этому рисунку видно, что на всех графи-
ках четко выделяются два участка: начальный 
участок, где погрешность резко меняется, и уча-
сток, где усредненная методическая погреш-
ность практически не меняется при изменении 
расстояния. 
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Рисунок 3 – Зависимость нормированной 
усредненной методической погрешности 

от нормированного расстояния 

Минимизация методической погрешности 
измерения расстояния. Очевидно, что при из-
менении расстояния можно находить такое зна-
чение параметра a , при котором достигается 
минимум усредненной методической погрешно-
сти для данного расстояния. Для этого необхо-
димо минимизировать усреднённую погреш-
ность (14) по величине параметра формы ВФ a . 

Выполнить эти вычисления аналитически 
сложно. Поэтому такие расчёты были проделаны 
численным методом по выражениям (14) и (11) в 
системе программирования Matlab с использова-
нием функции многомерной оптимизации 
fminseach для нескольких участков дальности. В 
результате была получена зависимость опти-
мальных значений параметра формы ВФ a  от 
среднего расстояния, соответствующего середи-
не участка усреднения. Оказалось, что эту зави-
симость можно аппроксимировать прямой лини-
ей, получив эмпирическое выражение для опти-
мального значения параметра формы ВФ: 

  0,60615,01,067 M=aопт . (15) 
Зависимость нормированной усредненной 

методической погрешности от нормированного 
расстояния при использовании оптимальных 
значений параметра оптa  приведена на рисун-
ке 3 сплошной линией. 

Видно, что она практически является каса-
тельной линией к построенным ранее графикам, 
соответствующим конкретным значениям пара-
метра a . Увеличение измеряемого расстояния 
приводит к снижению погрешности. При вели-
чине нормированного расстояния более 12 начи-
нает сказываться шум квантования, обусловлен-
ный конечной точностью вычислений на компь-
ютере. 

Процесс измерения расстояния с использо-
ванием оптимальных значений параметра формы 
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ВФ должен быть двухэтапным. На первом этапе 
производится грубое измерение расстояния с 
минимальным значением параметра формы ВФ 

2=a . По этому результату определяется вели-
чина нормированного расстояния и находится 
номер участка усреднения )/( RRIntM  . Затем 
по формуле (15) определяется оптимальное зна-
чение оптa  и выполняется новое измерение. 

Влияние шума на погрешность измерения 
расстояния. Используя результаты работы [4], 
можно получить в общем виде выражение для 
дисперсии нормированной шумовой составляю-
щей погрешности измерения: 
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где  ji ttB   - отсчёты ковариационной функции 

шума [6], мU  - амплитуда СРЧ и 2
шσ  - дисперсия 

шума. 
Дисперсия нормированной шумовой состав-

ляющей ошибки определяется видом ВФ и кова-
риационной функцией шума. 

Будем считать, что предварительное усиле-
ние СРЧ производится многокаскадным резо-
нансным усилителем. Ковариационная функция 
процесса на выходе усилителя при воздействии 
на входе белого нормального шума со спек-
тральной плотностью 0N  в наших обозначениях 
имеет вид [5]: 

     22162 e1 j–iσ=j–iB πη
ш

ji  , (17) 

где ΔfN=σш 0
2 2 , мT=Δf 2  - полоса пропуска-

ния контура, согласованная с длительностью об-
рабатываемого сигнала. 

Теперь для первого слагаемого в (16), соот-
ветствующего некоррелированному шуму, полу-
чим: 
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где 2
нiнiрi ttt  . 

Второе слагаемое, учитывающее корреля-
цию, с учётом (17) имеет вид: 
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В (18) и (19) M=N  при χε   или 1+M=N  
при χ<ε . 

Результирующая дисперсия шумовой со-
ставляющей погрешности измерения равна сум-
ме двух указанных величин: 

21 SшSшSш D+D=D . (20) 
Результаты расчёта по формуле (18) в виде 

зависимости нормированного среднеквадратиче-
ского отклонения (СКО), обусловленного шума-
ми, от нормированного расстояния приведены на 
рисунке 4 пунктирной линией и по формуле 
(20) - сплошной линией для значений параметра 

2=a  и 6=a  при отношении сигнал-шум 
дБ=q  40 . 

СКО Sшσ  на малых расстояниях имеет 
сложный колебательный характер и его общий 
уровень снижается при увеличении расстояния. 
Колебательный характер зависимости объясня-
ется наличием точек на графике ВФ, в которых 
её производная равна нулю. Это две точки на 
границе интервала анализа и одна точка в центре 
интервала. Кроме того, имеются точки, распо-
ложенные симметрично относительно центра 
интервала обработки, в которых производные 
имеют противоположный знак и компенсируют-
ся. Соответствующие слагаемые выражения (20) 
в этих точках обращаются в ноль. Между этими 
точками производная достигает максимума и 
соответственно дисперсия тоже максимальна. 

На малой дальности мало слагаемых и по-
этому их вклад в общую сумму велик. В резуль-
тате велик размах колебаний погрешности. По 
мере увеличения дальности вклад этих слагае-
мых в общую сумму уменьшается и, следова-
тельно, уменьшается амплитуда колебаний СКО 
шумовой погрешности. В итоге на достаточно 
большой дальности график зависимости СКО от 
расстояния вырождается в непрерывную линию, 
плавно понижающуюся при увеличении рас-
стояния. Конкретный ход графика и величина 
максимальных значений СКО зависят от вида 
ВФ. Чем больше параметр формы a , тем резче 
изменяется форма ВФ и поэтому при большем 
расстоянии наступает существенное снижение 
колебаний СКО и больше общий уровень ошиб-
ки. 
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Снижение общего уровня СКО при увеличе-
нии расстояния объясняется эффектом накопле-
ния результата, так как происходит увеличение 
количества нулей сигнала и, следовательно, ко-
личества суммируемых зашумленных данных. 
Наличие корреляции, вызванное фильтрацией 
СРЧ, также снижает погрешность измерения при 
увеличении расстояния. 
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Рисунок 4 – Зависимость нормированной шумовой 
составляющей погрешности 

от нормированного расстояния 

Представляют интерес суммарная погреш-
ность измерения расстояния 

Sш2Sш1SSш D+D+Δ=D 2  (21) 

и её поведение при изменении расстояния и 
уровня шума для оптимальных значений пара-
метра формы. 

На рисунке 5 приведена зависимость лога-
рифма суммарной нормированной, усреднённой 
в соответствии с выражением (14) погрешности 
измерения расстояния от нормированного рас-
стояния для нескольких значений отношения 
сигнал-шум. 

Видно, что при изменении расстояния соот-
ношение между методической и шумовой со-
ставляющими погрешности изменяется. Для ка-
ждого уровня шума существует расстояние, где 
шумовая составляющая становится больше ме-
тодической и полностью определяет уровень 
погрешности. При уменьшении уровня шума 

такое расстояние увеличивается. 
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Рисунок 5 – Зависимость логарифма 
нормированного СКО погрешности от нормиро-

ванного расстояния 

Выводы. Полученные результаты позволя-
ют производить анализ методической и шумовой 
составляющих погрешности измерения расстоя-
ния частотным дальномером и свидетельствуют 
о том, что при использовании весового метода 
усреднения частоты СРЧ возможно получение 
весьма малых уровней погрешности измерения 
малых расстояний. Полученные формулы позво-
ляют производить количественную оценку дос-
тижимых погрешностей измерения при наличии 
шума. В частности, из рисунка 5 следует, что 
при отношении сигнал-шум 60 дБ и девиации 
частоты 500 МГц возможно измерение малых 
расстояний с погрешностью не более 0,15 мм. 
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